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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. α. Ορισµός, σελίδα σχολικού βιβλίου 15. 
 

β. i. Η συνάρτηση έχει αντίστροφη όταν είναι 1–1 στο Α. 
ii. Είναι η συνάρτηση : ( )g f A →ℝ  µε την οποία για κάθε ( )y f A∈  

αντιστοιχίζεται µοναδικό x A∈  για το οποίο ισχύει ( )f x y= . Η συνάρτηση 
αυτή g συµβολίζεται  f -1. 

 
Α2. Θεώρηµα Fermat, σελίδα σχολ. βιβλίου 142. 
 
Α3. Θεώρηµα, σελίδα σχολ. βιβλίου 135. 
 
Α4. α. Λάθος 

Έστω η συνάρτηση 1, 0( ) 1, 0
xf x x

− < =  >   
Παρατηρούµε ότι, αν και ( ) 0f ΄ x = , για κάθε ( )( ,0) 0,x∈ −∞ ∪ +∞ , εντούτοις η  f δεν είναι 
σταθερή στο ( )( ,0) 0,−∞ ∪ +∞ . 
 
Α4. β) Λάθος. Έστω η , 0( ) 1, 0

≠=  =
x xf x x  

Είναι 
0 0

lim ( ) lim 0 (0) 1
→ →

= = ≠ =
x x

f x x f  
 
Α5. γ. 
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ΘΕΜΑ Β 
Β1. Ισχύει ότι ( )lim ( ) 2 lim 2 0 2 2.−

→+∞ →+∞
= ⇔ + = ⇔ + = ⇔ =x

x x
f x e λ λ λ  

 
Β2. Έστω συνάρτηση  g  µε ( ) ( ) 2, [2,3].xg x f x x e x x−= − = − + ∈  

Η συνάρτηση  g  είναι συνεχής στο [2, 3], ως αποτέλεσµα πράξεων συνεχών 
συναρτήσεων. 

2 2

3
3

3 3

(2) 2 2 0
(2) (3) 0.1 1(3) 3 2 1 0

g e e
g geg e

e e

− −

−

= − + = >  ⋅ <−= − + = − = < 
 

Από το θεώρηµα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα 0 (2,3)x ∈  τέτοιο ώστε 
0 0 0( ) 0 ( )g x f x x= ⇔ = . 

Επίσης ( ) 1 0xg x e−′ = − − <  για κάθε x∈ℝ . 
Άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ  άρα και 1–1,  οπότε η x0 είναι µοναδική λύση 
στο ℝ . 

 
Β3. ( ) 0.xf x e−′ = − <  Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ , οπότε είναι 1–1, άρα 

αντιστρέφεται. 
1

2
( ) 2 2 ln( 2) ln( 2) ( ) ln( 2), 2− − −

>
= ⇔ = + ⇔ − = ⇔ − = − ⇔ =− − ⇔ =− − >x x

y
y f x y e y e y x x y f y y y

Άρα 1( ) ln( 2), 2f x x x− = − − > . 
 
Β4. Είναι ( )1

2
lim
x

f x
+

−

→
= −∞ , αφού εάν θέσουµε 2 όταν  2 0x u x u+ +− = → ⇒ → . 

Άρα ( ) ( ) ( )1

2 2 2 0
lim lim ln 2 lim ln 2 lim ln
x x x u

f x x x u
+ + + +

−

→ → → →
= − − = − − = − = +∞    διότι 

0
lim ln
u

u
+→

= −∞ . 
Άρα η  x = 2 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης Cf. 
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ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Η ( )f x  είναι συνεχής στο 0 1x =  ως παραγωγίσιµη. 

Οπότε 
1 1

lim ( ) lim ( ) 1 1
x x

f x f x β α α β
− +→ →

= ⇔ + = + ⇔ =  
0( )1 1 10

( . . )1 1 1 1
( ) (1) 1 1lim lim lim lim1 1 1 1
1.

x x x

D L Hx x x x

f x f e x a e x e
x x x

β β β β

β
− − − −

− − −

→ → → →

− + − − + − − +
= = = =

− − −
= +

 

 
( ) ( )2

1 1 1

1 1( ) (1) 1lim lim lim 21 1 1x x x

x xf x f x a a
x x x+ + +→ → →

− ⋅ +− + − −
= = − =

− − −
 

Επειδή η f είναι παραγωγίσιµη στο 1, πρέπει 1 2β + = , άρα 1β = , οπότε και 1α = . 
 

Γ2. Για 1x > , ( ) 2 0f x x′ = >   (1) 
για 1x < , 1( ) 1 0xf x e −′ = + >   (2) 
και  f  συνεχής στο 1.   (3) 
Από (1), (2) και (3) συµπεραίνουµε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ . 

2lim ( ) lim ( 1)
x x

f x x
→+∞ →+∞

= + = +∞  
1lim ( ) lim ( )x

x x
f x e x−

→−∞ →−∞
= + = −∞  

Άρα ( )f =ℝ ℝ . 
 

Γ3. i. lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ .Άρα υπάρχει ( ,0)∈ −∝κ  ώστε ( ) 0f κ < , ενώ 1 1(0) 0f e e
−= = >  

Επίσης η f είναι συνεχής στο R άρα και στο [κ, 0], άρα από Θεώρηµα Bolzano 
στο[ ],0κ , υπάρχει ( )0 ,0x κ∈  ώστε 0( ) 0f x = . Η 0x  είναι µοναδική λόγω της 
µονοτονίας της  f. 

 
ii. 2

0 0( ) ( ) 0 ( ) ( ( ) ) 0f x x f x f x f x x− = ⇔ ⋅ − =  (1) 
Ισχύει ( ) 0f x ≠  για κάθε 0x x> , άρα η (1) στο ( )0 ,x +∞  είναι ισοδύναµη µε την  

0 0( ) 0 ( )f x x f x x− = ⇔ = . 
Η τελευταία είναι αδύνατη στο ( )0 ,x +∞  διότι αφού η είναι f γνησίως αύξουσα, 
από x>x0 έπεται 0( ) ( ) ( ) 0f x f x f x> ⇔ > ενώ 0 0x < . 
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Γ4. ( ) 2( ), ( ) ( ) ( ) 1M x t y t y t x t⇒ = +  

0

0

0

( ) 3
( ) 10
( ) 2

x t
y t
x t

=
=

′ =
 

 

  
1( ) ( ) ( )2E t x t y t= ⇒  

01 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
t t

E t x t y t x t y t
=

′ ′ ′= + ⇒  

0 0 0 0 0
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2E t x t y t x t y t′ ′ ′= + . 

 
Ισχύει:  0 0 0( ) 2 ( ) ( ) 2 3 2 12y t x t x t′ ′= = ⋅ ⋅ =  
Άρα 0

1 1( ) 2 10 3 12 28 τµ/s2 2E t′ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = . 
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ΘΕΜΑ ∆ 
∆1. ( ) ( )2( ) 1 ln 2 2f x x x x xα β= − ⋅ − + + +  

: 2y xε = − +  
(1) 1 1f α β= ⇔ + =  
(1) 1f ′ = −  

( )2
2
2 2( ) ln 2 2 ( 1) 2 2
xf x x x x x x α
−′ = − + + − +

− +
 

(1) 1 1 και 2f a β′ = − ⇔ = − =  
 

∆2 ( ) ( )2( ) 1 ln 2 2 2f x x x x x= − ⋅ − + − +    Η  f  συνεχής στο ℝ  άρα και στο [ ]1,2  
2( 1) ln( 2 2)Ε = − − + −x x x x 2+ +x 2−2

1
2 22 2
1 1

2 2
1

d
( 1) ln( 2 2) d ( 1) ln( 2 1 1) d

( 1) ln[( 1) 1)] d

=

= − − + = − − + +

= − − +

∫
∫ ∫
∫

x

x x x x x x x x

x x x

 

Για κάθε [ ]1,2x∈ είναι 2( 1) 0, ln[( 1) 1] ln1 0− ≥ − + ≥ =x χ . 
Έστω 2 2 2 d (2 2)du x x u x x= − + ⇔ = − ⇔  

1d 2( 1)d d ( 1)d2= − ⇔ = −u x x u x x  
Για x = 1 ⇒ u1 = 1 
Για x = 2 ⇒ u1 = 2 

[ ]2 22
11 1

1 1 1ln d ln 1 d2 2 2
1
2

u u u u uΕ = = − ⋅ =

=

∫ ∫
2( ) 1 1ln 2 1 ln 2 τ.µ.2 2− ⋅ = −

 

 
∆3. i. Είναι ( ) ( )

( )
2

2
2

2 1( ) ln 1 1 1,1 1
xf x x xx
− ′ = − + + − ∈  − + ℝ  

Προφανώς για κάθε x∈ℝ , ισχύει 
 

( ) ( )
2

2
2

2( 1)ln 1 1 01 1
x

x
x

− − + + ≥  − + . Η ισότητα ισχύει µόνο για 1x = , εποµένως 

( ) ( )
2

2
2

2( 1)ln 1 1 1 11 1
− − + + − ≥ −  − +

xx x ⇔ ( ) 1,f x x′ ≥ − ∀ ∈ℝ . 

 
ii. Είναι γιαλ∈ℝ , ( ) ( )21 31 ln 2 2

2 2
f λ λ λ λ λ + + ≥ − − + + ⇔    

( ) ( )21 11 ln 2 2 2
2 2

 ⇔ + ≥ − − + − + − ⇔  f λ λ λ λ λ  
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( )1 1 (1)2 2
 ⇒ + ≥ −  f fλ λ . Αρκεί εποµένως να δειχθεί η  (1). 

 
Θεωρώντας τη συνάρτηση f στο διάστηµα 1, 2λ λ +    ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του 

Θεωρήµατος Μέσης Τιµής, εποµένως υπάρχει ένα τουλάχιστον 1, 2ξ λ λ ∈ +    τέτοιο ώστε 

( )
( )1

2
1
2

f f
f ΄

λ λ
ξ

 + −  = . Όµως από ∆3 (i), είναι ( ) 1.f ξ′ ≥ −   

Άρα 
1( ) ( ) 1 12 1 ( ) ( )1 2 2
2

f f
f f

λ λ
λ λ

+ −
≥ − ⇔ + − ≥ −  . Αποδείχθηκε η (1) και 

ισοδύναµα η αρχική. 
∆4. Η  g  είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  µε 2( ) 3 1.g x x′ = − −  
Οι γραφικές παραστάσεις των f και g έχουν κοινή εφαπτόµενη, αν και µόνον υπάρχουν 
σηµεία Α(x1,f(x1)) και Β(x2, g(x2)), ώστε να ταυτίζονται οι ευθείες :  
y=  1 1 1 1 1 1 1( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′− + ⇔ = ⋅ + − ⋅f x x x f x y f x x f x f x x  και  
y = / / /

2 2 2 2 2 2 2( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + ⇔ = ⋅ + − ⋅g x x x g x y g x x g x g x x  
Για να ταυτίζονται οι δύο αυτές ευθείες έπεται ότι αναγκαία θα πρέπει 1( )′f x = 2( )′g x  
(Να έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης). 

Είναι όµως: 
• 1 1( ) 1,f x x′ ≥ − ∈ℝ  και η ισότητα ισχύει για x1 = 1 (από ∆3.i.) 
• 2 2( ) 1,g x x′ ≤ − ∈ℝ  και η ισότητα ισχύει για x2 = 0 

Οπότε 1 2( ) ( )′ ′≥f x g x  για κάθε ζεύγος 1 2( , )x x , µε την ισότητα 1( )′f x = 2( )′g x να ισχύει  
αποκλειστικά και µόνον για x1=1 και x2= 0. 
Η εφαπτοµένη της  Cf  στο  Α(1,f(1))   είναι 2y x= − +  και η εφαπτοµένη της  Cg  στο σηµείο 
( )0,2B  είναι 2 1( 0) 2.y x y x− = − − ⇔ = − +  

Άρα η  ε  µοναδική κοινή εφαπτοµένη των  Cf , Cg  στα σηµεία τους  Α, Β  αντίστοιχα. 
 
 
ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΟΙ ΤΡΟΠΟΙ ΛΥΣΗΣ ΣΕ ΕΠΙΜΕΡΟΥΣ ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ :  

Γ3. i. Η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήµατα (-∞,1] και [1,+∞) άρα : 
f((-∞,1]) = ( lim ( ), (1)] ( , 2]

→−∞
= −∞

x
f x f . 

f([1,+∞)) = ( (1), lim ( )] [2, )
→+∞

= +∞
x

f f x . 
Από τα επιµέρους σύνολα τιµών προκύπτει ότι υπάρχει x0 στο διάστηµα (-∞,1] ώστε f(x0)=0. 
Ισοδύναµα ex0-1 + x0=0. ∆ηλαδή x0= - ex0-1 <0. 
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∆3. i. Υπολογίζοντας τη δεύτερη παράγωγο της f έχουµε : 
( ) ( ) ( )2 2 2

/ /
2 2 2 2 2 2

2 1 ( 2 4) 2 1 ( 2 1 3) 2 1 [( 1) 3)]( ) ,( 2 2) ( 2 1 1) [( 1) 1]
− − + − − + + − − += = = ∈− + − + + − +

x x x x x x x xf x xx x x x x ℝ  
Προφανώς είναι f//(x) > 0 για κάθε x ϵ (-∞,1) και f//(x) < 0 για κάθε x ϵ (1,+∞) µε την ισότητα 
να ισχύει για x=1. 
Άρα η f / είναι γνησίως φθίνουσα στο (-∞,1] και γνησίως αύξουσα στο [1,+∞).  
Κατά συνέπεια η f /  παρουσιάζει ελάχιστο (ολικό) για x0 =1, οπότε f / (x) ≥ f / (1)=-1. 
∆3. ii. Η προς απόδειξη ανίσωση ισοδυναµεί µε την ( )1 1 (1)2 2

 + ≥ −  f fλ λ . 

Η (1) γράφεται ισοδύναµα ( )1 1 1( ) ( )2 2 2
 + + + ≥ + ⇔ + ≥  f f g gλ λ λ λ λ λ  (2). 

όπου g(x) = f(x) +x.  
Όµως για κάθε x ϵ (-∞,1)∪(1,+∞) είναι /( ) ( ) 1 0.′ = + >g x f x  
Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο R οπότε η (2) ισοδύναµα γράφεται 1

2
+ ≥λ λ που ισχύει. 


