
Ó
Õ
Ã
×
Ñ
Ï
Í
Ï

Â
Ï
Õ
Ë
Á
 
- 
Ã
Ë
Õ
Ö
Á
Ä
Á

 1

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ (ΑΛΓΕΒΡΑ) 
ΕΠΑ.Λ. 

8 ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. α. Θεωρία, σχολικό βιβλίο σελ. 28. 
 
Α2. α. Θεωρία, σχολικό βιβλίο σελ. 59. 
 

β. Θεωρία, σχολικό βιβλίο σελ. 59. 
 
Α3. α. Λάθος (Λ) 

β. Σωστό (Σ) 
γ. Λάθος (Λ) 
δ. Λάθος (Λ) 
ε. Σωστό (Σ) 

 
 
ΘΕΜΑ B 

Β1. Είναι 2 4 2.s s= = =  
 Έτσι από τον τύπο s CV

x
=  έχουµε 2 20,2 100, 2x x

x
= ⇔ = ⇔ =  

 
Β2. Είναι  

11 7 13 11 10 52 10
6 6

52 60 8

x
κ κ

κ κ

+ + + + + +
= ⇔ = ⇔

⇔ + = ⇔ =

 

 
 
Β3. Με  κ = 8 οι τιµές του δείγµατος σε αύξουσα σειρά είναι: 7, 8, 10, 11, 11, 13. Επειδή το 

πλήθος του δείγµατος είναι 6 (άρτιος) η διάµεσος ισούται µε το ηµιάθροισµα των δύο 
µεσαίων παρατηρήσεων. ∆ηλαδή 10 11 10,52δ +

= = . 
Εύρος: R = 13 – 7 = 6. 

 
Β4. Εάν από κάθε τιµή του δείγµατος αφαιρεθεί ο αριθµός 2 οι τιµές γίνονται: 5, 6, 8, 9, 9, 

11. Τότε η νέα µέση τιµή 1 5 6 8 9 9 11 48 8
6 6

x
+ + + + +

= = = . 
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Ενώ η νέα τιµή για την τυπική απόκλιση: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

1
5 8 6 8 8 8 9 8 9 8 11 8

6
9 4 1 1 9 24 4 2.

6 6

S
− + − + − + − + − + −

= =

+ + + +
= = = =

 

Τότε ο νέος συντελεστής µεταβλητότητας γίνεται: 
1

1
1

2 1 0, 25 0,18 4
SCV
x

= = = = > . 
Από το δείγµα δεν είναι οµοιογενές. 

 
Β τρόπος:  
Από εφαρµογή του σχολικού βιβλίου οι νέες τιµές για τη µέση τιµή 1x  και τυπική 
απόκλιση 1S  θα είναι  
1

1

2 8
2

x x
S S
= − =

= =
 

 
 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Η  f  είναι παραγωγίσιµη ως ρίζα πολυωνυµικής µε: 

 ( ) ( )2
2

2 2 2

2 10 2 2 1( ) 2 10
2 2 10 2 2 10 2 10

΄x x΄ x xf x x x
x x x x x x
− + − −′ = − + = = =
− + − + − +

 
 
Γ2. Επειδή 2 2 10 0x x− + >  για κάθε ,x∈ℝ  το πρόσηµο και οι ρίζες της f ΄(x) δίνονται από 

το πρόσηµο και τις ρίζες του αριθµητή  x – 1. 
Έτσι  

( ) 0 1 0 1
( ) 0 1 0 1
( ) 0 1 0 1

f x x x
f x x x
f x x x

′ = ⇔ − = ⇔ =
′ > ⇔ − > ⇔ >
′ < ⇔ − < ⇔ <

 

∆ηλαδή έχουµε τον πίνακα µεταβλητών: 
 

x
f ΄
f

–∞ 1

+
+∞

–

min   
Προκύπτει έτσι ότι: 
Η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ,1]−∞ . 
Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο [1, )+∞ . 
Η  f  έχει ελάχιστη τιµή 2(1) 1 2 1 10 9 3f = − ⋅ + = = . 
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για  x = 1. Άρα  ( ) ( ) ( )1 3,   για κάθε f x f f x x≥ ⇔ ≥ ∈ℝ . 
 

 
Γ3. Η εξίσωση της εφαπτοµένης (ε) της  Cf  στο σηµείο ( )5, (5)fΜ  έχει εξίσωση της 

µορφής y xλ β= + , όπου 
2

5 1 4 4(5) 5255 2 5 10
fλ −′= = = =

− ⋅ +
. 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης (ε) έτσι γίνεται 4
5

y x β= + . 
Όµως η (ε) διέρχεται και από το σηµείο ( )5, (5)fΜ  
άρα 4(5) 5 5 4 15f β β β= ⋅ + ⇔ = + ⇔ = . 

Άρα η (ε) έχει εξίσωση 4 1
5

y x= + . 
 
Γ4. Στην (ε) θέτουµε  x = 0  οπότε  y = 1. Έτσι παίρνουµε το σηµείο Β (0, 1) στο οποίο η (ε) 

τέµνει τον  y΄y. 
Αν τώρα θέσουµε  y = 0, παίρνουµε 4 51 0 4 5 0 4 5

5 4
x x x x+ = ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = − . 

Έτσι βρίσκουµε το σηµείο 5 ,04A −    στο οποίο η (ε) τέµνει τον x΄x. 
 
 
ΘΕΜΑ ∆ 
∆1. Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη σε όλο το ℝ  ως πολυωνυµική µε: 

( )3 2 2( ) 3 3 6 ,f x x x x x x xλ λ′′ = − + = − + ∈ℝ . 
Για  λ = 3  είναι ( ) ( )22 2( ) 3 6 3 3 2 1 3 1f x x x x x x′ = − + = − + = − . 
Προκύπτει ότι ( ) 0 1f x x′ = ⇔ = , όµως η  f  διατηρεί σταθερό πρόσηµο στα διαστήµατα 
( ),1−∞  και ( )1, +∞ . Άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το ℝ . 
 

x
f ΄
f

–∞ 1

+
+∞

+

  
Είναι 3 2

8 24
=  και 5 20

6 24
= , οπότε 3 5

8 6
<  και επειδή  f  είναι γνησίως αύξουσα προκύπτει 

3 5
8 6

f f   <       . 
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∆2. Για  λ = 3, είναι: 

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )

( )

222

2 2

3 2 1 3 1( ) 3 6 3
1 1 1 1 1 1

3 1 1 3 1 1 3 13 1
11 1 1

x x xf ΄ x x x
x x x x x x x x x x x x

x x x x xx
x x xx x x x x

− + −− +
= = = =

− − − − − − − −

− + − + +−
= = = =

−− − +

 

Έτσι  

( )( )
( ) ( )

21 1

3 1 3 1 1( )lim lim 611 1x x

xf ΄ x
xx x→ →

+ +
= = =

− −
 

 
∆3. Για λ = 3 είναι 3 2( ) 3 3f x x x x= − +  και ( ) ( )22 2( ) 3 6 3 3 2 1 3 1f x x x x x x′ = − + = − + = − . 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης σε ένα σηµείο µε 
τετµηµένη  x0  ισούται µε ( )20 0( ) 3 1f x xλ ′= = − . Όµως ( )203 1 0x − ≥  µε ελάχιστη τιµή 
την τιµή  λ = 0  για  x0 = 1.  
∆ηλαδή στο το σηµείο στο οποίο η εφαπτοµένη έχει τον ελάχιστο συντελεστή 
διεύθυνσης είναι το ( )1, (1)A f  δηλαδή το ( )1,1A . 

 
∆4. Για λ∈ℝ  είναι 2( ) 3 6 ,f ΄ x x x xλ= − + ∈ℝ . 
 ∆ηλαδή η f ΄ είναι τριώνυµο του οποίου οι ρίζες και το πρόσηµο εξαρτώνται από την 

διακρίνουσα  ( )26 4 3 36 12λ λ∆ = − − ⋅ ⋅ = − . 
 

α. Αν 0 36 12 0 12 36 3λ λ λ∆ > ⇔ − > ⇔ − > − ⇔ <  
τότε η f ΄ έχει δύο ρίζες 1 2 1 2,   µε  x x x x<  και προκύπτει ο επόµενος πίνακας 
µεταβολών  
 

x
f ΄
f

–∞ x
+

+∞

max

+

min

1 x2

 
 

β. 0 36 12 0 3λ λ∆ = ⇔ − = ⇔ = . Τότε η  f ΄  έχει µία ρίζα διπλή και όπως απαντήθηκε 
στο ερώτηµα ∆1, η  f ΄  είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ  και δεν παρουσιάζει ακρότατα. 

 
γ. Αν 0 36 12 0 3:λ λ∆ < ⇔ − < ⇔ >  Τότε η f ′  δεν έχει ρίζες και προκύπτει ο 

επόµενος πίνακας: 
 

x
f ΄
f

–∞ +∞

+
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Η  f  δεν παρουσιάζει ακρότατα. 
Από α, β, γ προκύπτει ότι η  f  δεν παρουσιάζει ακρότατα για 3λ ≥ . ∆ηλαδή η 
µικρότερη τιµή για την οποία δεν παρουσιάζει ακρότατα είναι  λ = 3. 
 

 


