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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

9 IOYNIOY 2017 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία, Σελ. 135 σχολικού βιβλίου. 

 

Α2. α. Ψ 

 β. Η συνάρτηση ( )f x x= , είναι συνεχής στο 0
o
x = , διότι 

0

lim ( ) 0
x

f x
→

= . 

Όµως 
0 0

( ) (0)
lim lim 1

0x x

f x f x

x x+ +
→ →

−

= =

−

, ενώ 

0 0

( ) (0)
lim lim 1

0x x

f x f x

x x− −

→ →

− −

= = −

−

. 

Άρα η f ενώ είναι συνεχής στο 0
o
x = , δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0

o
x = . 

 

Α3. Μία συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β], όταν είναι συνεχής σε 
κάθε σηµείο του (α, β) και επιπλέον 

lim ( ) ( )
x a

f x f a
+

→

=  και lim ( ) ( )
x

f x f
β

β
−

→

= . 

 
Α4. α)  Λ β)  Σ  γ)  Λ δ)  Σ ε)  Σ 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Είναι  

( ) ln , (0, )
f

f x x x A= ∈ +∞ =  

 

( ) , ( ,1) (1, )
1

g

x
g x x A

x
= ∈ −∞ ∪ +∞ =

−

 

 

Το πεδίο ορισµού της συνάρτησης fog είναι: 

{ }

{ } { }

,  ώστε ( ) ( ,1) (1, ),  ώστε (0, )
1

( ,1) (1, ),  ώστε (1 ) 0 ( ,1) (1, ),  ώστε (0,1) (0,1).

fog g f

x
A x A g x A x

x

x x x x x

 
= ∈ ∈ = ∈ ∞ ∪ +∞ ∈ +∞ = 

− 

= ∈ −∞ ∪ +∞ − > = ∈ −∞ ∪ +∞ ∈ =

 

Ο τύπος της συνάρτησης fog είναι: 
 

( )( )( ) ( ) ln
1

x
fog x f g x

x

 
= =  

− 
, x ∈ (0, 1). 
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Β2. α) Για να δείξουµε ότι η συνάρτηση  h  αντιστρέφεται αρκεί να δείξουµε ότι 

είναι 1–1. Ισοδύναµα:  

Αν 
1 2 1 2 1 2

( ) ( ) µε , (0,1) να δείξουµε ότι h x h x x x x x= ∈ = . 

Πράγµατι:  

Αν 1 2

1 2

1 2

( ) ( ) ln ln
1 1

x x
h x h x

x x

   
= ⇔ =   

− −   
 

( ) ( )1 2

1 2 2 1

1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

Όµως η ( ) ln  είναι 1-1, άρα προκύπτει

= ,  άρα 1 1 ,  ή
1 1

,  ή .

f x x

x x
x x x x

x x

x x x x x x x x

=

− = −

− −

− = − =

 

 

β) Έστω 1( ) ( )y h x x h y−

= ⇔ = , x ∈ (0, 1). ∆ιαδοχικά έχουµε: 

( )

( )

( ) ln
1 1

1   

1 , .
1

y

y y y y y

y

y y

y

x x
y h x y e

x x

x x e x e xe x xe e

e
x e e x y

e

 
= ⇔ = ⇔ = ⇔ 

− − 

⇔ = − ⇔ = − ⇔ + = ⇔

⇔ + = ⇔ = ∈
+

ℝ

 

 

( ) ( )Όµως  0,1 0,1 0 1 .
1 1

y y

y y

e e
x y

e e
∈ ⇔ ∈ ⇔ < < ⇔ ∈

+ +

ℝ  

 

( ) ( )1 1
Έτσι  , , ή , .

1 1

y x

y x

e e
h y y h x x

e e

− −

= ∈ = ∈

+ +

ℝ ℝ  

 

Β3 Είναι 
2

( ) ( 1) ( 1)
( )

1 ( 1)

x x x x x

x x

e e e e e

x

e e

ϕ

′ ′ ′  + − +
′ = = = 

+ + 
 

2 2

( 1)
0

( 1) ( 1)

x x x x x

x x

e e e e e

e e

+ − ⋅
= = >

+ +

, για κάθε x ∈ �.�

Άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το � και δεν έχει ακρότατα. 

Είναι 

2 2

2 4

( ) ( 1) ( 1)
( )

( 1) ( 1)

x x x x
x

x x

e e e ee

x

e e

ϕ

′′ ′  ⋅ + − +   ′′ = = = 
+ + 

 

2

4

( 1) 2( 1) ( 1)

( 1)

x x x x x

x

e e e e e

e

′ + − + ⋅ + = =
+

 

2

4

( 1) 2( 1)

( 1)

x x x x x

x

e e e e e

e

+ − ⋅ + ⋅
= =

+

 

4 3 3

( 1) 1 2 (1 ) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

x x x x
x x x x

x x x

e e e e e e e e

e e e

 + ⋅ + − ⋅ ⋅ − ⋅ − = = = −
+ + +

. 

 



Ó
Õ

Ã
×

Ñ
Ï

Í
Ï

Ã
Ë

Õ
Ö

Á
Ä

Á

 3

Είναι 
3

0
(1 )

x

x

e

e

>

+

 για κάθε x ∈ �. 

Έτσι φ" (x) = 0 ⇔ e
x

 – 1 = 0 ⇔ e
x

 = e
0
 ⇔ x = 0   

φ" (x) > 0 ⇔ –(e
x

 – 1) > 0 ⇔ e
x

 – 1 < 0 ⇔�e
x

 < e
0
 ⇔ x < 0 

 

φ" (x) < 0 ⇔ –(e
x

 – 1) < 0 ⇔ e
x

 – 1 > 0 ⇔�e
x

 > e
0
 ⇔ x > 0. 

 

Η φ στρέφει τα κοίλα άνω στο διάστηµα ( ],0−∞ , στρέφει τα κοίλα κάτω στο 

διάστηµα [ )0,+∞ , ενώ παρουσιάζει σηµείο καµπής στο σηµείο 
0

0x = . 

 

Β4 Οι οριζόντιες ασύµπτωτες της φ, αν υπάρχουν, προκύπτουν από τα: α) lim ( )
x

xϕ
→+∞

,  

β) lim ( )
x

xϕ
→−∞

 

α) 
( )

( )
lim ( ) lim lim lim 1

1
1

x
x x

x x
x x x x

x

e
e e

x

e e
e

ϕ

+∞

+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′

= = =
+ ′

+

=
 

Άρα η ευθεία y=1 είναι οριζόντια της φ στο +∞ . 

 

β) 
( )

lim 0
lim ( ) lim 0.

1 0 1lim 1

x
x

x

x x
x x

x

e
e

x

e e

ϕ
→−∞

→−∞ →−∞

→−∞

= = = =

+ ++

 

Άρα η ευθεία  y = 0  (άξονα x΄x) είναι οριζόντια ασύµπτωτη της  φ  στο –∞. 

 
Γραφική παράσταση: 

1

1/2
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Είναι f ΄(x) = –συν x, x ∈ [0, π] 
Έστω Μ (x0, y0) σηµείο επαφής µε x0 ∈ [0, π], τότε η εφαπτοµένη στο Μ είναι: 

(ε): y – f΄(x0) = f ΄(x0)(x – x0) 
A ∈ (ε): yA – f (x0) = f ΄(x0)(xA – x0) 

0 0 0

π π
ηµ συν

2 2
x x x

 
− + = − − 

 
 

0 0 0 0

π π
ηµ συν συν

2 2
x x x x⇔ − + = − +  

0 0 0 0

π π
ηµ συν συν 0

2 2
x x x x⇔ − + + − =   (1). 

Θα έχουµε τόσες εφαπτόµενες ευθείες, όσες λύσεις αντίστοιχα της (1) ως προς x0. 
Θεωρούµε τη συνάρτηση Κ, µε  

π π
K( ) ηµ συν συν , [0,π]

2 2
x x x x x x= − + + − ∈  

π
K ( ) συν ηµ (συν ηµ )

2
x x x x x x′ = − − −  

π π
ηµ ηµ ηµ

2 2
x x x x x

 
= − = − 

 
 

π
K ( ) ηµ , [0,π]

2
x x x x

 
′ = − ∈ 

 
 

Επειδή ηµ x > 0 για x ∈ (0, π), ενώ 
π π

0 για 0,
2 2

x x
 

− < ∈ 
 

 

π π
0 για , π

2 2
x x

 
− > ∈ 

 
, 

προκύπτει ο εξής πίνακας µεταβολών για την Κ: 

 
 

µε 
π π

1 0
2 2

 
Κ = − < 
 

. 

Προκύπτει ότι η Κ(x) έχει σύνολο τιµών το διάστηµα 
π

1 ,0
2

 
− 

 
, ενώ µηδενίζεται 

µόνο στα σηµεία 
1

0x = , 
2

πx = . 

∆ηλαδή υπάρχουν δύο ακριβώς εφαπτόµενες που άγονται από το Α: 

Για 
1

0x = : ( ) 1
ηµ0 συν0 0 (ε )y x y x+ = − − ⇔ = −  

Για 
2
x π= : ( ) 2

ηµπ συνπ π π (ε )y x y x+ = − − ⇔ = −  
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Γ2  

 
 

Επειδή [ ]( ) 0 για 0, π  είναιf x x≤ ∈  

[ ] [ ] ( )

( )

2
0 0 0

0 0

( ) ηµ ηµ

συν συν συν συν0

1 1 2 τ.µ.

f x dx xdx xdx

x x

π π π

π π

π

Ε = − = − − = =

= − = − = − − =

= − − − =

∫ ∫ ∫
 

 

Το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ ισούται µε 
2

1 π π
π

2 2 4
⋅ =  

2

1 2

π
( ) 2 τ.µ.

4
Ε = ΟΑΒ −Ε = −

△

 

Άρα 

2 2

1 4

2

2
4.

2 8

π
π−Ε

= = −
Ε

 

 

Γ3. Είναι  

( )( )lim ηµπ π π 0
x

f x x
π→

+ = − + = >  

( )( )lim π 0
x

f x x
π→

− + =  

f  κυρτή στο διάστηµα [ ] ( )0, π πf x x⇒ > − , για ( )0, πx∈  

( ) π 0f x x⇒ − + >  για ( )0, πx∈  

Άρα, 

( )

( )

( )

( )
lim lim

π πx x

f x x f x x

f x x f x xπ π
−→ →

+ +

= = +∞

− + − +

 

 

Γ4. Από το σχήµα του ερωτήµατος Γ2 προκύπτει ότι αφού η  f  είναι κυρτή στο  
[1, e] ⊂ [0, π], θα είναι "πάνω" από κάθε εφαπτοµένη της. Άρα, f (x) > x – π για κάθε 

x ∈ [1, e] 
( ) π

1 , [1,e]
f x

x
x x

⇔ > − ∈  

Άρα 
e e

1 1

( ) π
1

f x
dx dx

x x

 
> − ⇒ 

 
∫ ∫ [ ]

e

e

1

1

( )
e 1 π ln

f x
dx x

x
> − − ⇒∫  

e

1

( )
e 1 π(lne ln1)

f x
dx

x
⇒ > − − −∫  

e

1

( )
e 1 π

f x
dx

x
⇒ > − −∫  
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ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. α) Στο διάστηµα [–1, 0) η  f  είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών. 
 

β) Στο διάστηµα (0, π] η  f  είναι επίσης συνεχής ως γινόµενο συνεχών. 
 

γ)Εξετάζουµε τη συνέχεια στο  x = 0 

Είναι 3 4

0 0

lim ( ) lim 0
x x

f x x
− −

→ →

= =  

και ( )
0 0

lim ( ) lim ηµ 0 (0).x

x x

f x e x f
+ +

→ →

= = =  

Άρα η  f  είναι συνεχής στο  x = 0, εποµένως συνεχής και στο [–1, π].  

 
Κρίσιµα σηµεία της  f (εσωτερικά σηµεία του  πεδίου ορισµού όπου η f′ δεν 

υπάρχει, είτε µηδενίζεται). 

Για 1 0x− ≤ < : ( ) ( ) ( )
14

3 4 43 33

4
( ) ( ) 0

3
f x x x x f x x′= = − = − ⇒ = − − <  

Για 0< x≤  π: ( ) ( )ηµ ( ) ηµ συνx xf x e x f x e x x′= ⇒ = +  

Εξετάζουµε αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x = 0. 

Είναι 

( ) ( )
4

33 4 3 3

0 0 0 0 0

0
lim lim lim lim lim 0

0x x x x x

x x xf x f x x x

x x x x x− − − − −

→ → → → →

− − −

= = = = =

−

 

και 
( ) ( )

0 0 0

0 ηµ ηµ
lim lim lim 1 1 1

0

x

x

x x x

f x f e x x
e

x x x+ + +
→ → →

−  
= = = ⋅ = 

−  
 

Άρα η f είναι παραγωγίσιµη στο x = 0, άρα το σηµείο x = 0 είναι κρίσιµο σηµείο. 
 

Είναι ( )
( )

( )

1

3

4
, 1 0

3

ηµ συν , 0x

x x
f x

e x x x π


− − − < <

′ = 
 + < <

 

Είναι προφανώς ( ) 0f x′ <  στο (–1, 0). 

Για 0 < x < π είναι 
συν 0 3

'( ) 0 ηµ συν 0 εφ 1
4

x

f x x x x x
π

≠

= ⇔ + = ⇔ = − ⇔ =  αφού 

( )0,x π∈ . (Σηµ. είναι συνx ≠ 0, διότι αν συνx = 0 θα πρόκυπτε και ηµx = 0,  

αδύνατον, λόγω της  βασικής τριγωνοµετρικής ταυτότητας ηµ2 x + συν2 x =1). 

Άρα κρίσιµα σηµεία τα x=0, 
3

4
x

π

= . 

 
∆2 Η συνάρτηση φ (x) = ηµ x + συν x αφού είναι συνεχής και µηδενίζεται µόνο στο 

3π

4
x =  άρα σε καθένα από τα διαστήµατα 

3
0,

4

π 
 
 

 και 
3

,
4

π

π
 
 
 

 θα διατηρεί 

σταθερό πρόσηµο. 

Έτσι, για 
3

0 ( ) 0 στο 0,
2 2 4

x x

π π π
ϕ ϕ
   

= ⇒ > ⇒ >   
   
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και για 
5 5 3

0 ( ) 0 στο , π
6 6 4

x x

π π π
ϕ ϕ
   

= ⇒ < ⇒ <   
   

. 

Άρα, το πρόσηµο της f ' και οι µεταβολές της φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 

 
 

 

Έτσι, η  f  είναι γν. αύξουσα στο 
3

0,
4

π 
  

 και γνησίως φθίνουσα στο 
3

( 1,0], ,
4

π

π
 

−   
. 

Η f  παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στα σηµεία x = –1 και 
3

4
x

π

=  και τοπικό ελάχιστο 

στα x = 0 και x = π. 

Είναι f (–1) = 1, f (0) = 0, 
3

4
3 2

4 2
f e

π

π 
= 

 
, f (π) = 0. 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [–1, π], το σύνολο τιµών της θα είναι 
το [fmin, fmax], όπου 

fmin = ολικό ελάχιστο = min(f (0), f (π)) = 0 

fmax = ολικό µέγιστο = 
3

4
3 2

max ( 1), max 1,
4 2

f f e
π

π    
− =          

. 

Όµως 
3 3 3

4 4 2
2

1 2 2
2
e e e

π π π

> ⇔ > ⇔ > . Επειδή 
3

12
3

1 2
2

x

e

e e

π

π
↑

> ⇒ > > . 

Άρα 
3

4

max

2

2
f e

π

= , όποτε το σύνολο τιµών της  f  είναι το 
3

4
2

0,
2
e

π 
 
 

. 

 

∆3. Στο [0, π] είναι ( )5 4
( ) ( ) ηµ ηµ .

x x x x

g x f x e e x e e x− = − = −  

Όµως, για  [0, ]x π∈  είναι  
4

4

1 (η ισότητα ισχύει µόνον για 0)

και ηµ 1 η ισότητα ισχύει µόνον για 
2

ηµ 0 ( ) ( ) 0.

x

x

e x

x x

e x g x f x

π

≥ =

⇒ 

≤ = 
 

⇒ − > ⇒ − >

 

 
Άρα,  

( ) ( )5

0 0

5

0 0

5 5

0 0

0

( ) ( ) ηµ

ηµ

1
ηµ ηµ .

5 5

x x

x x

x

x x

g x f x dx e e x dx

e dx e xdx

e e
e xdx e xdx

π π

π π

π
π

π π

Ε = − = − =

= − =

  −
= − = − 
 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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Είναι  

( )

( )

0

0 0 0

0

0 0

ηµ ηµ ηµ συν

συν συν ηµ 1

x x x x

x x x

e x dx e x dx e x e xdx

e x dx e x e x dx e

π π π

π

π π

π
π

′  Ι = = = − = 

′  = − = − − = + − Ι 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

Άρα, ισχύει 
1

2 1
2

e

e

π

π
+

Ι = + ⇔ Ι =  

Άρα, 
5

1 1

5 2

e e
π π

− +
Ε = − . 

 

∆4 A' Τρόπος 

Η δοσµένη εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

( )
3

4

3

4

3

4

2

2

2

16 ( ) 4 3 8 2

3 2
16 ( ) 16

4 2

3 2
( ) (1)

4 2

f x x e

f x x e

f x x e

π

π

π

π

π

π

− − = ⋅ ⇔

 
⇔ − − = ⋅ ⇔ 

 

 
⇔ − − = ⋅ 

 

 

 

• Η 
3

4
x

π

=  προφανής ρίζα της εξίσωσης. 

• Για 
3

,
4

x

π

≠  επειδή το σύνολο τιµών της  f  είναι το 
3

4
2

0,
2
e

π 
⋅ 

 
 έχουµε: 

( ) ( )
2 23 3

4 4
2 3 2 3

2 4 2 4
f x e f x x e x

π π

π π   
≤ ⋅ ⇒ − − ≤ − −   

   
  (2) 

Όµως, 

23 3

4 4
2 3 2

2 4 2
e x e

π π

π 
− − < 
 

 αφού 
3

4
x

π

≠   (3) 

Από (2), (3) ( )
2 3

4
3 2

4 2
f x x e

π

π 
⇒ − − < ⋅ 

 
 

Άρα η (1) είναι αδύνατη. Εποµένως, µοναδική ρίζα είναι η 
3

4
x

π

= . 

 

Β' Τρόπος 

Η δοσµένη εξίσωση γράφεται διαδοχικά 
3

2 416 ( ) (4 3 ) 8 2f x x e
π

π− − = ⋅ ⇔  
2 3

4
3

16 ( ) 16 8 2
4

f x x e
π

π 
− − = ⋅ ⇔ 

 
 

2 3

4
3 2

( )
4 2

f x x e
π

π 
− − = ⋅ 
 

 



Ó
Õ

Ã
×

Ñ
Ï

Í
Ï

Ã
Ë

Õ
Ö

Á
Ä

Á

 9

Όµως, το 
3

4

max

2 3

2 4
e f f

π

π 
⋅ = = 

 
 στο διάστηµα [0, π] 

Άρα, 

2

max

3
( )

4
f f x x

π 
= − − 

 
 

Και επειδή 
max

( ) για [0, ]f f x x π≥ ∈  είναι 

2

3
( ) ( ), [0, ]

4
f x x f x x

π

π
 

− − ≥ ∈ 
 

 

Άρα, 

2

3 3 3
0 0

4 4 4
x x x

π π π 
− ≤ ⇔ − = ⇔ = 

 
. 


