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ΘΕΜΑ Γ  
Γ1. ℜ=++= f
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   ,01xx 2 >++  άρα 0)x(f >′ , για κάθε x ℜ∈ , η f γνησίως αύξουσα στο ℜ  άρα "11"f −  
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άρα η f έχει δύο σηµεία καµπής το Α(-1, f(-1)) και Β(1, f(1)) 
Α(-1, -2 + ln2) και Β(1, 2+ln2) 
Εξίσωση εφαπτοµένης στο Α: ε1: y – f(-1) = f’(-1)(x+1)⇔  ε1: y + 2-ln2 = (x+1)⇔   
ε1:y=x+1-2+ln2⇔  ε1: y = x-1+ ln2 
Εξίσωση εφαπτοµένης στο B: ε2: y – f(1) = f’(1)(x-1)⇔  ε2: y - 2-ln2 = 3(x-1)⇔   
ε2: y=3x-3+2+ln2⇔  ε2: y = 3x-1+ ln2 
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1 . Άρα σηµείο τοµής ε1, ε2 Κ(0, -1 + ln2) στο yy’ 
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ΘΕΜΑ ∆  

∆1. ∫ −
++=

x

0
dtt)t(f

t3x)x(f . Η συνάρτηση x + 3 είναι παραγωγίσιµη στο ℜ  ως 

πολυωνυµική. Η συνάρτηση t)t(f
t
−

 είναι συνεχής στο ℜ  ως πηλίκο των συνεχών 

συναρτήσεων t και f(t) – t άρα η συνάρτηση ∫
−

x

0
dtt)t(f

t  
είναι παραγωγίσιµη στο ℜ . Τελικά η f είναι 
παραγωγίσιµη στο ℜ  ως άθροισµα των παραγωγίσιµων 
συναρτήσεων µε  

x)x(f
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x)x(f
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=

−
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∆2. 
[ ] ( ) =−−⋅

−
⋅=−−⋅′=′⋅−−′⋅=′ )x(f2x)x(fx)x(f

)x(f2)x(f2x)x(f)x(f2)x(fx2)x(f2)x(f)x(f2)x(g
0)x(f2)x(f2 =− . Άρα η g είναι σταθερή στο ℜ . 

∆3. g(x) = c (1) µε c ℜ∈ .  
Άρα ( ) ( ) ⇔+=+−⇔=− 2222 xcx)x(xf2)x(fc)x(xf2)x(f [ ] 22 xcx)x(f +=−  (2) 
• f(o) = 3. Από (2) 9xc32

0x
=⇔=⇒

= .  
Από (2) ( ) 9xx)x(f 22 +=−⇒  (3). Επειδή 0x)x(fx)x(f ≠−⇔≠  και x)x(f − συνεχής 
στοℜ  η συνάρτηση h(x)=f(x)-x διατηρεί πρόσηµο στοℜ . Επειδή f(0) = 3>0 είναι 
h(0)=f(0)=3>0 οπότε h(x) > 0⇔ f(x)-x>0 για κάθε x∈ℜ . Από την (3) έχουµε: 

ℜ∈++=⇔+=− x,x9x)x(f9xx)x(f 22  
∆4. Θεωρώ συνάρτηση ∫=φ x

0
dt)t(f)x( , ℜ∈x . Για την φ ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. 

στα [x, x+1] και [x+1, x+2]. Άρα υπάρχουν ξ1∈[x, x+1] και ξ2∈[x+1, x+2] τέτοια ώστε  
∫ ∫ ∫ ∫∫ + ++ =+=−=φ−+φ=ξφ′ x

0

0

x

1x

0

1x

x

1x

01 dt)t(fdt)t(fdt)t(fdt)t(fdt)t(f)x()1x()( . 

∫ ∫ ∫ ∫∫ +

+

+ +

+

+ =+=−=+φ−+φ=ξφ′ 1x

0

0

1x

2x

0

2x

1x

2x

02 dt)t(fdt)t(fdt)t(fdt)t(fdt)t(f)1x()2x()( . Όµως 
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9x
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(Ισχύει f(x)>0 αφού 2x 9 x 0+ + >  για κάθε  x∈ℜ  ). 
Άρα ∫∫ +

+

+ ℜ∈<⇔ξφ′<ξφ′⇒ξ<ξ 2x
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1x

x2121   x,dt)t(fdt)t(f)()( . 

Β΄τρόπος: Έστω ℜ∈t , µε f x 1 x 1

x x
t t 1 f (t) f (t 1) f (t)dt f (t 1)dt↑ + +

+ ⇔ + ⇒ +∫ ∫≺ ≺ ≺  (1) 
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Με αλλαγή µεταβλητής u = t + 1 έχουµε ότι x 1 x 2 x 2

x x 1 x 1
f (t 1)dt f (u)du f (t)dt+ + +

+ +
+ = =∫ ∫ ∫ . Άρα η (1) 

γίνεται: x 1 x 2

x x 1
f (t)dt f (t)dt+ +

+∫ ∫≺  
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