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ΜΜΜαααθθθηηηµµµααατττιιικκκάάά   
κκκααατττεεεύύύθθθυυυνννσσσηηηςςς   

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Σχολικό βιβλίο, σελ: 334 – 335 
 

Α2. Σχολικό βιβλίο, σελ: 246 
 

Α3. Σχολικό βιβλίο, σελ: 222 
 

Α4. 
α) Λάθος 
β) Σωστό  
γ) Σωστό  
δ) Λάθος 
ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 
Β1. 
 022z2z 2

=−−+− , ∆ = 9, 

1
2

2
312z

−
=

±−
=−   απορρίπτεται 

Άρα 12z =− , κύκλος µε   Κ (2, 0), ρ = 1 
|z|max = OA = 3, άρα |z| ≤ 3 
 

B2. 

 ( ) ( ) ⇔=− 2zImzIm 21

1
_

2 1

z x yi
z z x yi

= +   = = − 
 

( )y y 2 y 1− − = ⇔ = , άρα ( ) 2x112x1i2x12z 2 =⇔=+−⇔=+−⇔=−  
i2z1 += , i2z 2 −=  

4zz 21 −=β⇔β−=+  
5zz 21 =γ⇔γ=⋅  
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B3. 
Α΄ τρόπος:  
Έστω 4ν ≥  

001
2

2
3 =α+να+να+ν  

01
2

2
3 α−να−να−=ν  

(1) 01
2

201
2

2
3

α+να+να≤α+να+να=ν  όµως 
31 0 ≤α≤  

ν≤να≤ν 31  
2 2 2

2 3ν ≤ α ν ≤ ν  

άρα 3 23 3 3   ν ≤ ν + ν + (Ι) ( )3 23 1ν ν ν⇔ ≤ + + ⇔
( )

⇔
−ν

−ν
≤ν

1
1

3
3

3        

 (γιατί 01>−ν  υπόθεση 4≥ν ) 
⇔−ν≤ν⇔−ν≤ν−ν 3433 34334    όµως 3 34 3 4ν ν− <  

4 34 0 4vν ν− < ⇔ <  άτοπο 
 
Β΄ τρόπος: 
(Ι) 3 2 3 2 3 23 3 3 3 3 3 0 3 3 3 1 1⇒ ν ≤ ν + ν + ⇔ ν − ν − ν − ≤ ⇔ ν − ν − ν − − ≤ −  
Άρα 3 2 3 2 3 23 3 3 1 1 0 3 3 3 1 0 3 3 4 0ν − ν − ν − − ≤ − < ⇒ ν − ν − ν − − < ⇒ ν − ν − ν − <  

( )( )24 1 0 4 0 4⇒ ν − ν + ν + < ⇒ ν − < ⇒ ν <  
 

ΘΕΜΑ Γ 
Γ1.  

( )( ) ( )( ) ( )2 2( ) ( ) 1 2 ( ) ( ) 2 ( ) ,f x x f x x f x x f x x x f x x x c′′+ + = ⇔ + + = ⇔ + = +  
Για x=0 (0) 1f c c⇒ = ⇔ = . Άρα ( )2 2( ) 1f x x x+ = +  (1) 
Θεωρούµε συνάρτηση ( ) ( )h x f x x= +  εποµένως  από (1)  αφού 2 1 0x + ≠  για κάθε x∈ℝ και  h συνεχής 
άρα διατηρεί πρόσηµο για κάθε x∈ℝ επίσης (0) (0) 1 0h f= = > άρα ( ) ( ) 0h x f x x= + > . Τελικά  από 
την (1) , ( )2 2 2 2( ) 1 ( ) 1 ( ) 1f x x x f x x x f x x x+ = + ⇒ + = + ⇔ = + −  
 

Γ2.  
2( ) 1f x x x= + −  , 

2

2

1( )
1

x xf x
x

− +′ =
+
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●
2

2 2
2

1( ) 0 0 1 0 1
1

x xf x x x x x
x

− +′ < ⇔ < ⇔ − + < ⇔ < +
+

 ισχύει για κάθε x∈ℝ  γιατί 

( )2 2 2 2 21 1 1 0 1x x x x x x< + ⇔ < + ⇔ < + ⇔ < . Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ  εποµένως θα 

είναι 1-1. Τελικά ( ) ( ) 21 1
3 3 23( ) 1 ( ) (0) ( ) 0 1 0 2 3 2 02

xf g x f g x f g x x x x−

= ⇔ = ⇔ = ⇔ + − = ⇔ + − =  
3 2( ) 2 3 2h x x x= + − , µε ( )2( ) 6 6 6 1h x x x x x′ = + = +  

( ]( ) ( ], 1 , 1
h

h
↑

−∞ − = −∞ − , ( ]( ) [ )1,0 2, 1
h

h − = − −
ց   

και ( )( ) ( )0, 2,
h

h +∞ = − +∞
ր .  

 
 

Το ( )( ) ( )0 0, 2,
h

h∈ +∞ = − +∞
ր  άρα υπάρχει µοναδική ρίζα της h άρα και της g. 

 

Γ3.  
Α΄ τρόπος: 

 Θεωρούµε συνάρτηση 
4

0

( ) ( )
x

h x f t dt x
π

ηµ
−

= ⋅∫  η f συνεχής  στο 

R, άρα παραγωγίσιµη ως πράξεις παραγωγισίµων µε 

4 4

0 0

( ) ( ) ( )4

x x

h x f t dt x f x x x f t dt
π π

πηµ ηµ συν
− −

′    ′ = ⋅ = − ⋅ + ⋅      
∫ ∫  

Ισχύουν οι προϋποθέσεις του θ. Rolle  στο 0, 4
π    , αφού (0) 0h = , 0

4
h π  =    άρα υπάρχει τουλάχιστον 

0 0, 4x
π ∈   τέτοιο ώστε 

( ) 0oh x′ =
0

04

0 0 0 0 0
0

4

( ) 0 ( )4 4

x

x

f x x x f t dt f t dt f x x
π

π

π πηµ συν εφ
−

−

   ⇔ − ⋅ + ⋅ = ⇔ = −      ∫ ∫  

Β΄ τρόπος:  

θ. Bolzano στο 0, 4
π    για την 

4

0

( ) ( )4

x

h x f x x f t dt
π

π εφ
−

 = − +   ∫  
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ΘΕΜΑ ∆ 

∆1.  
( ) =


 +−−−+

→ h
)1(f)h1(f)1(fh51flim

0h
 

( ) ( )
h 0

f 1 5h f (1) f 1 h f (1)lim h h→

 + − − − −  
( ) ( ) ( )u 5h

h u 0 0

f 1 u f (1) f 1 f (1)lim 5 limu
=

ω=− → ω→

 + −   + ω − = ⋅ −   −ω   
= 

0)1(f0)1(f6)1(f6)1(f)1(f5 =′⇔=′⇒′=′+′=  
( ]0,1 στο f0)1(f)x(f1x0 ↓⇒=′′⇒ ≺≺≺  

( ) ( ) [ )∝+↑⇒=′′⇒  1, στο f01fxf1x ≻≻  ελάχιστο στο 1. 
 
∆2.  
Αφού ( )∝+∈≥⇒ 0, x,1)x(fmin)1(f  

( ) 1( ) 0,1
f xg x x

−′ = >
−

 για ( )∝+∈ ,1x  

Άρα ↑g  στο ( )∝+,1 . 
Θεωρούµε  ( ) ( )∫ +=φ 1x

x
duugx , µε ( )∝+∈ ,1x   παραγωγίσιµη µε  ( ) ( ) ( ) 0xg1xgx ≻−+=φ′  αφού 

( ) ( )xg1xgx1x
g

>+⇒>+
↑

 άρα φ↑ . Η ανίσωση για 0x = είναι αδύνατη. 
Ισοδύναµα η ανίσωση που δίνεται γίνεται: 
( ) ( ) ⇔>−⇔++⇔+φ+φ ↑φ

0x2x85x25x85x25x8 424242
≻≻  

( ) ( ) ( ) 2x20x2x2x4x2
0x

22
2

<<−⇔>+⋅−⇔>−⇔
>

 µε 0x ≠  
 

∆3.  
( ) ( ) ( )( )

( )21x
1xf1xxf)x(g

−
−−−⋅′=′′  (1) 

Θ.Μ.Τ. για f στο [1, x] υπάρχει ξ∈ (1, x) ώστε ( ) 1x
1)x(f

1x
)1(f)x(ff −

−=−
−=ξ′  

( ) ( )⇔−⋅′<−⇔′<−
−⇒′<ξ′⇒<ξ< >−↑′ 1xxf1)x(f)x(f1x
1)x(f)x(f)(fx1 01xf

( ) 01)x(f)1x()x(f >−−−⋅′⇔ . 
(1)⇒ g0)x(g ⇒>′′  κυρτή στο ( )∝+,1 . 
 
Α΄ τρόπος:  
Προφανής λύση το x = α. Η εξίσωση γράφεται: 
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( )( )
1
x1)(f)x(g

−α

α−−α
= ,  α > 1 

Εξίσωση εφαπτοµένης στο x = α της Cg 
)x(1

1)(fy)x()(g)(gy α−⋅
−α
−α=⇔α−⋅α′=α− . 

Αφού g κυρτή είναι ( )α−
−α
−α

≥⇔≥ x1
1)(f)x(gy)x(g  µε το ίσον να ισχύει µόνο στο σηµείο επαφής 

στο x = α δηλαδή g(α) = α. Άρα το α είναι µοναδικό. 
 
Β΄ τρόπος:  
Θεωρούµε συνάρτηση ( ) ( )( )( )k(x) 1 g(x) f 1 x= α − − α − −α µε ( )∝+∈ ,1x   

( ) ( )( )k (x) 1 g (x) f 1′ ′= α − − α − µε k ( ) 0′ α = , ( )k (x) 1 g (x) 0′′ ′′= α − > .  

Άρα k (x) 0 k (x)′′ ′> ⇒ ↑⇒ για x k (x) 0 k ,  x<α k (x)<0 k
′ ′κ ↑ κ ↑′ ′> α⇒ > ⇒ ↑ ⇒ ⇒ ց . 

Τελικά: 
για k

x k(x) 0
↑

> α⇒ > , για k
x k(x) 0

↓
< α⇒ <  άρα µοναδική ρίζα x = α 
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