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ΜΜΜαααθθθηηηµµµααατττιιικκκάάά   κκκαααιιι   ΣΣΣτττοοοιιιχχχεεείίίααα   ΣΣΣτττααατττιιισσστττιιικκκήήήςςς      
γγγεεενννιιικκκήήήςςς   πππαααιιιδδδεεείίίαααςςς   

Θέµα Α 
Α1. Σχολικό βιβλίο σελ 28 
 
Α2. Σχολικό βιβλίο σελ 14 
 
Α3. Σχολικό βιβλίο σελ 87 
 
Α4.  
α) Λάθος 
β) Σωστό  
γ) Λάθος 
δ) Λάθος 
ε) Λάθος 

 

Θέµα Β 
Β1. ( ) 2

1 3 21

1 1 1
2 x

x xP lim
x x

ω
→−

+ + −
= − =

+ ( )( )
2

2 2

1 2 2

1 1 1
2 1 1 1x

x xlim
x x x x→−

+ + −
− =

+ + + +

( )( )
2

1 2 2

1 1 1
2 1 1 1x

x xlim
x x x x→−

+ + −
= − =

+ + + +

( )
( )( )1 2 2

11
2 1 1 1x

x x
lim

x x x x→−

+
− =

+ + + +

( )1 2

1 1 1 1 1
2 2 2 41 1x
lim

x x x→−

 = − = − ⋅ − =  + + +
.   Άρα ( )1 1

4
P ω =  

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη για κάθε 0x > ως πράξεις παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε   

( ) ( ) ( ) 1
3 3 3 3
x x ln xf x ln x ln x
′

′′ = + = + . Άρα ο ρυθµός µεταβολής της ( )f x  ως προς x, όταν 1x =  

είναι: ( ) 1 1 11
3 3 3
lnf ′ = + = . Άρα ( )3 1

3
P ω =  

 

Β2. Έχουµε { }32 ,ωω=′A . Ισχύει επίσης  { } { }3 2 3 4, ,ω ω ω ω′⊆ Α ⊆   
Άρα ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 4P P A P P Pω ω ω ω′≤ ≤ + + ⇔ ( ) ( ) ( )3 11P P A Pω ω′≤ ≤ − ⇔  

( )1 11
3 4

P A′⇔ ≤ ≤ − ⇔ ( )1 3
3 4

P A′≤ ≤  
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Β3. ( ) 3
4

P A′ = ⇔ ( ) 31
4

P A− = ⇔ ( ) 1
4

P A = ⇔ ( ) ( )1 4
1
4

P Pω ω+ = ⇔ ( )41 1
4 4
P ω+ = ⇔ ( )4 0P ω =  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1P P P Pω ω ω ω+ + + = ⇔ ( )21 1 0 1
4 3
P ω+ + + = ⇔ ( )2 12 3 4

12
P ω − −

= ⇔ ( )
12
5

2 =⇔ ωP  
Επειδή { }4ω=Β−Α   και  { }3ω=Α−Β   έχουµε ότι: ( )∪Β−Α ( ) { }3 4,ω ωΒ− Α =   
Εποµένως:    ( ) ( ) ( ) ( )3 4

1 10
3 3

P A B B A P Pω ω − ∪ −  = + = + =   

Επειδή { }32 ,ωω=Α′   και  { }42 ,ωω=Β′   έχουµε ότι: { }3ω=Β′−Α′  άρα  ( ) ( )3 1
3

P P ω′ ′Α −Β = =  
 

Θέµα Γ 
Γ1. Αν c το πλάτος κάθε κλάσης, η τέταρτη κλάση είναι [ )50 3 50 4c, c+ + . Άρα  
50 3 50 4 85 100 7 170 7 70 10

2
c c

c c c
+ + +

= ⇔ + = ⇔ = ⇔ =  

 
Γ2. Κατασκευάζουµε το ιστόγραµµα αθροιστικών 
σχετικών συχνοτήτων: 
 

 
 

Αφού 75δ =  έχουµε: 
Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΑΓΕ είναι ορθογώνια και έχουν κοινή γωνία την Â . Άρα είναι όµοια και ισχύει: 

3 22
2 3 2 3 2 1 2 1 2 3

0 5 5 10 5 5 1 1
5 10

F F, F F F F F F f f f f f−−ΑΒ ΑΓ= ⇔ = ⇔ − = − ⇔ = + ⇔ + + + + = ⇔
Β∆ ΓΕ

1 2 32 2 1f f f⇔ + + =    (1). Επίσης  4 32

1 2 3 4 1
f f

f f f f
=

+ + + = ⇔ 1 2 33 1f f f+ + =   (2) 
Πολλαπλασιάζοντας τη (2) επί -2 και προσθέτοντας στην (1) έχουµε: 35 1f− = − 3

1
5

f⇔ =  ,  οπότε και  

4
2
5

f =  
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Και η (2) γίνεται:  1 2
3 1
5

f f+ + = 1 2
2
5

f f⇔ + =   (3) 

Έχουµε ακόµα:
4

1
i i

i
x x f

=

=∑ 1 2 3 455 65 75 85 74f f f f⇔ + + + =
( )3

1 1
2 1 255 65 75 85 74
5 5 5

f f ⇔ + − + ⋅ + ⋅ = ⇔    

1 155 26 65 15 34 74f f⇔ + − + + = ⇔ 110 1f− = − ⇔ 1
1
10

f = .Και από την (3) έχουµε 2 2
2 1 3
5 10 10

f f= − ⇔ =  
Τελικά λοιπόν έχουµε:  1 0 1f ,= , 2 0 3f ,= , 3 0 2f ,= , 4 0 4f ,=  
Και ο πίνακας γίνεται: 
 

Κλάσεις Κεντρικές τιµές 
ix  

Σχετική Συχνότητα 
if  

 [50,60) 55 0,1 
 [60,70) 65 0,3 
 [70,80) 75 0,2 
 [80,90) 85 0,4 
Σύνολα  1 

 

Γ3. 1 2 3

1 2 3

55 65 75v v v
x

v v v

+ +
= =

+ +

55 0 1 65 0 3 75 0 2 40 200
0 1 0 3 0 2 0 6 3
, v , v , v v
, v , v , v , v

⋅ + ⋅ + ⋅
= =

+ +
 

 

Γ4.  Αφού το δείγµα ακολουθεί κανονική κατανοµή  
 

 
 
 
θα πρέπει: 

2 74x s+ =  (1) και  68x s− =   
(2). Αφαιρώντας  τις (1) και (2) 
κατά µέλη έχουµε: 
3 6 2s s= ⇔ =   
Αντικαθιστώντας στην (2) 
έχουµε: 2 68 70x x− = ⇔ = . 
Επίσης 2 1 1

70 35 10
sCV
x
= = = <   

άρα το δείγµα είναι οµοιογενές. 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
  Φ  Ρ  Ο  Ν  Τ  Ι  Σ Τ Η  Ρ  Ι  Α   

ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ  –  ΘΕΤΙΚΗ  –  ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ 
                  ΕΠΑ.Λ  
 

50% 

16% 

34% 34% 

50% 

16% 

2,5% 2,5% 
13,5% 13,5% 2,35% 2,35% 0,15% 0,15% 

x sx +sx − sx 2+ sx 3+sx 2−sx 3−

68% 

95% 
99,7% 



Ó
Õ

Ã
×

Ñ
Ï

Í
Ï

Ã
Ë

Õ
Ö

Á
Ä

Á

ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2013  
Ενδεικτικές Απαντήσεις 

ΓΛΥΦΑ∆Α – ΑΘΗΝΑ – ΑΓΙΑ ΠΑΡΑΣΚΕΥΗ – ΓΛΥΚΑ ΝΕΡΑ - ΠΑΛΛΗΝΗ 4 

Θέµα ∆ 
∆1. Η f παραγωγίσιµη για κάθε 0>x  ως πράξεις παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε ( ) 1f x ln x′ = + . 
Έχουµε ( )1 1f ′ =   και  ( )1f κ= . Η ζητούµενη λοιπόν εφαπτοµένη είναι η  
(ε):  ( ) ( )( )1 1 1 1y f f x y xκ′− = − ⇔ − = − ⇔ 1y x κ= + −   (1) 
Για 0x =   η (1) γίνεται 1y κ= − . Σηµείο τοµής λοιπόν της (ε) µε τον άξονα y΄y  είναι το Α(0, κ – 1).   
Για 0y =   η (1) γίνεται 1x κ= − . Σηµείο τοµής λοιπόν της (ε) µε τον άξονα x΄x  είναι το Β(1 – κ, 0).  
Για το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ έχουµε: 

21 1
2 2 1 4 1 2 2 1 2 1 3

2
E

κ κ
κ κ κ κ

− ⋅ −
< ⇔ < ⇔ − < ⇔ − < ⇔ − < − < ⇔ − < < . Όµως ο κ είναι 

ακέραιος αριθµός και 1κ > . Εποµένως 2κ = . 
 

∆2. α) Για τις τεταγµένες των σηµείων ισχύει 1i iy x= + ,  1 2 50i , , ...,= . Άρα 
1y x= + 31 1x⇔ = + 30x⇔ =  

β) 

50

1

50

i
i
x

x =
=

∑ 50

1
50i

i
x x

=

⇔ = ⋅∑ 50

1
30 50i

i
x

=

⇔ = ⋅∑ 50

1
1500i

i
x

=

⇔ =∑  

Η νέα µέση τιµή είναι: 

50

1
3 20 15

50

i
i
x

x

λ
=

+ ⋅ −
′ =
∑ 50

1
60 15 50 31i

i
x λ

=

⇔ + − = ⋅∑ 1500 60 15 1550λ⇔ + − = ⇔  

15 1550 1500 60λ⇔ − = − − ⇔ 15 10λ− = − ⇔
10
15

λ = ⇔
2
3

λ =  

 
∆3. ( ) 10 1f x ln x x e′ = ⇔ = − ⇔ =  και ( ) 10 1f x ln x x e′ > ⇔ > − ⇔ > . Ο πίνακας µονοτονίας είναι  

Η f παρουσιάζει ελάχιστο για 1
x

e
= , το 1 1 2 0f e e

  = − + >     
 
 
 
 
 
 
 
 

Άρα 
1 f

e
e

α β γ
↑

< < < < ⇔  

( ) ( ) ( ) ( )1f f f f f ee α β γ  < < < < ⇔    

( ) ( ) ( ) ( )
1 0

10 2
f ef f f f ee α β γ
 ′ =  

⇔ < − + < < < < ⇔  
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( ) ( ) ( ) ( )1f f f f f ee α β γ ′ < < < <     

Άρα: 1 2 0 2R f ( e ) f R elne R ee
 ′= − ⇔ = + − ⇔ = +   και  η µέση τιµή είναι  

( ) ( ) ( ) ( )5

1

1

5 5

i
i

f f f f f ex ex
α β γ

=

 ′ + + + +  = = =
∑

0 2 2 2 2 8
5 5

ln ln ln elne ln ln ln eα β γα α β β γ γ α β γ+ + + + + + + + + + + +
= = =  

( ) 8
5

ln eα β γα β γ⋅ ⋅ + +
= =

7 8
5

lne e+ +
=
7 8

5
e+ +
=

15
5

e +
= 3

5
e
+  

 

∆4. α) Θα πρέπει 10 1f ( t ) lnt t e′ > ⇔ > − ⇔ > . Άρα, { }301211 ...,,, tttA =  και αφού έχουµε 

ισοπίθανα ενδεχόµενα ισχύει  ( ) ( )
( )

20 2
30 3

N A
P A

N
= = =

Ω
 

β) Επίσης  ( ) ( ) ( )1 2 2 0 1 0f t f t t ln t lnt t lnt lnt t lnt′> + ⇔ + > + ⇔ − > ⇔ − >      
 

  
Άρα  ( ) ( )∞+∪∈ ,11,0t , εποµένως { }1 2 29B t , t , ..., t= . Άρα { }11 12 29A B t ,t , ..., t∩ =  

( ) ( )
( )

19
30

N A
P A

N
∩Β

∩Β = =
Ω
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